A Sorting Algorithm of Digraphs with Its Applications by 叶先一
学校编码：10384                    分类号_______密级 ______ 
学    号：200223048                UDC                      
 
厦  门  大  学 
硕  士  学  位  论  文 
有向图的一种排序算法及其应用 
A Sorting Algorithm of Digraphs with Its Applications 
叶 先 一 
指导教师姓名： 张 福 基 教授
专 业 名 称： 应 用 数 学
论文提交日期： 2 0 0 5 年 4 月
论文答辩日期： 2 0 0 5 年 5 月
学位授予日期： 2 0 0 5 年    月
 
 
答辩委员会主席：         
评    阅    人：         
 























                声明人（签名）： 














有 向 图 的 一 种 排 序 算 法 及 其 应 用 
 
目    录 
 
第一章    引言......................................................................... 1 
第二章    有向图的排序算法 ................................................ 5 
§ 2. 1    强连通图的排序.................................................... 5 
§ 2. 2    求祖先数的算法.................................................... 9 
§ 2. 3    支配排序算法...................................................... 11 
第三章    实例....................................................................... 15 
附录： 源程序......................................................................... 19 
参考文献 ................................................................................... 28 







































































有 向 图 的 一 种 排 序 算 法 及 其 应 用 
Abstract 
       
The algorithm of digraphs is an important component of the theory of 
algorithm. Nowadays, there are so many algorithms about the digraphs. They have 
been widely applied in  transportation，production programming, and enterprise 
management etc. 
      The sorting algorithm of the tournament is always a popular research direction. 
Since the tournament represents the model of a match in which a number of players 
each play one another in a game. But in fact, there possibly exist some pairs of 
players that haven’t a game. But the general case should be considered. So we must 
solve the problem of the rank of the players in the incomplete match. This sorting 
problem also can be used in the searching engine of the internet. So we present a 
new sorting algorithm of digraphs. 
At first, we get the order of the strong connected digraph by naturally 
extending the method which deals with the case of primitive matrix. Then we give 
a sorting algorithm of the digraph with no directed cycle, called dominant 
algorithm. And we prove the complexity of the algorithm is 3( )O n . Finally, we 
obtain the rank of the players in the incomplete match by the sorting algorithm. In 
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有向图D是指由一个非空的有限集合 ( )V D 和 ( )V D 中某些元素的有序对
的集合 ( )A D 构成的二元组 ( ( ), ( ))V D A D 。 ( )V D 称为D的顶点集，其中的元素
称为 D 的顶点。 ( )A D 称为 D 的弧集，其中的元素称为 D 的弧。设
( )v V D∈ , ( ) { | ( ), ( )}N v u vu A D u V D+ = ∈ ∈ ， ( ) { | ( ), ( )}N v u uv A D u V D− = ∈ ∈ 。 
称 ( ) | ( ) |d v N v+ += 为 v的出度， ( ) | ( ) |d v N v− −= 为 v的入度。从u 到 v的最短有
向 ( , )u v 路长记为 ( , )d u v ，并称为从u 到 v的距离。本文其它术语和记号参见文
献[1]。 
竞赛图(每一对顶点恰有一条弧连接的有向图) 是被许多研究者深入研究
的图类之一[5-12]， 。文献[2]就是在 1995 年，由Kaykobad 等人提出的一个新
的排名算法---- MST 算法 (Majority Spanning Tree lg ).A orithm 它是寻找竞赛图
的主要生成树，进而进行一个排序的算法。在文献[3]中，Ali等人曾研究过一
种探索式算法---- Iterated Kendall 。这个算法对竞赛图的排名带来了实质性的
进展。在文献[4]中Cook 等提到的，他们发展了一种新的竞赛图的排名算法
----Generalized Iterated ( )Kendall GIK 。文中还证明了GIK 算法就 viloations

















负整数向量 1 2( , , , )ns s s 是一个双弧竞赛图的得分向量的一个充分必要条件,
并刻画了具有固定得分向量的双弧竞赛图数目的生成函数并据此研究了得分
向量计数的一些极值问题。最后,利用本原矩阵绝对值最大的特征值及有向图
的 性 质 讨 论 了 选 手的 排 名 问 题 。 在 文中 定 义 的 k 级 得 分 向 量 为
1 2
( , , , )
nk k k k
S s s s= ，其中 ( 1) ( 1) ,
( , ) 1 ( , ) 2
2
i
i j i j
k k j k j i





= +∑ ∑ , 1,2,i n= 。而
后对凝聚图的点的排序，文中是利用寻找哈密而顿路的方法。 
   反过来的问题也有一些讨论，即已知得分向量来确定竞赛图的数目。设
1 2( , , , )nS s s s= 是 一 个 竞 赛 图 的 关 联 矩 阵 不 增 的 列 和 向 量 。 定 义
_
1 1 1( ( 1), ( 1), , ( 1))         
2 2 2
1 1 1 1( , , , 1, , 1)         
2 2 2 2
n n n n is odd
S
n n n n n is even
⎧ − − −⎪⎪= ⎨
⎪ − −
⎪⎩
，而 ( )Sς 是列和向量为 S 的竞赛
矩阵的集合。 
Brualdi and .Li Q在[5]中给出了一个竞赛矩阵数目 | ( ) |Sς 的下界: 
2
2
( 1) / 2 ( 1) / 2_
( 2 ) /8
2 2 2    (     )
| ( ) |









⎧ + −⎪≥ ⎨
⎪⎩
 
. .Wan H H 和 .Li Q在[6]中给出了一个比[5]更好的下界: 
_ 1 ( 1) / 2
1 ( 2) / 2
2
      (     )
| ( ) |
2 1
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在 2000 年， Lou等人在[8]中给出了复杂度为 3( )nθ 的竞赛图中王的排列
的算法。在这基础上，   Jie Wu 和   Li Sheng 于 2001 年在文献[9]中改进了算法。 
设 D 为 n ( 3)n ≥ 个点的竞赛图。 ( ),v V D∈ 若对任意 ( ) \{ },u V D v∈ 有
( , ) 2d u v ≤ ,则称 v为D王。 
在n个点的竞赛图中，顶点的一个排列 1 2( , , , )nS u u u= 称为王的排列，如
果它满足 
)i 1i iu u +→     
)ii iu 是子竞赛图 1, ,{ , }iu i i nT u u u+= , 1, 2, , 1i n= − 的王。 
   文献[9]证明了王的排列存在于任何n个点的竞赛图中，而对定理的证明
过程，实际上就是一个构造性的过程，也即算法实现的过程。文中还证明了算




要对这样的一个不完全的比赛图进行排名, , ,MST GIK HP 等算法已经不再适
用。一般地说，一个自然的问题是如何比较两个企业或产品的优劣，或是如何
对两个未交过手的选手进行排名？  
  更一般地，互联网上各个网站的搜索引擎（如Google 等）如何对搜索出























   本文第二章主要讨论了如何解决不完全比赛图的排序问题，并给出了一个
复杂度为 3( )O n 的排序算法来实现。第二章共分为三节，在§ 2. 1 节给出了强
连通图的顶点的排序问题，用处理本原矩阵方法的一个自然扩充的方法来解决
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第二章  排序算法 
 






              1T  
上图 1T 表示一个 6 个选手之间的竞赛结果，它是一个竞赛图，其中若选手
A战胜选手 B ，则从 A有一条弧连至 B 。由[1]中，我们知道要对这样一个竞
赛结果进行排序，是用计算得分的办法（即对每个选手的得胜的竞赛次数）并
进行比较。因此，据文献[1]我们能得到如下的得分向量 














































                          2T              
上面的图 2T 代表 6 个选手之间的一场竞赛结果，但并不是每一对选手之
间都进行过比赛。我们可以看出 2T 中有 4 对选手之间无比赛，而且 6 个选手





1 (3, 2,3,3,4, 2)s =  
这里有一个缺陷，即这个得分向量不能区别选手 1 和选手 3，4 的高低，尽管
选手 3，4 打败了得分较高的选手。于是我们导出第二级得分向量 


































定义 2.1[1] 对任意的实数矩阵R ，若存在某一自然数 k ，使得 0kR > (即矩阵
kR 的每个元素都是正的)，则称矩阵R 是本原的。 
定义 2.2   对任意的有向图D，在图 D 的基础上对 D 的每个顶点加一个自
环，得到图 *D ，这样的变换我们称为自环变换。 
定义 2.3[1] D的有向直径是从D的任一顶点到任何别的顶点的最大距离，记
为 d 。 
定理 2.1   设D是有向强连通图，D经过自环变换得到的 *D 的邻接矩阵 1A ，
则 1 0
dA > ，即 1A 是本原的。 
证明：由于 1
kA 的第 ( , )i j 元素恰好是 *D 中长为 k 的有向 ( , )i jv v 的途径数目，
对任意的两个点 ,i jv v ，由D的强连通性，则一定存在一条 iv 到 jv 的长为 1d 的
有向途径
11 1
, , ,i i d i jv v v v+ + − ，若 1d d= ，则 1
dA 的 ( , )i j 元素大于 0；若 1d d< ，
记 1d dΔ = − ，则构造这样的从 iv 到 jv 有向途径 1
1
, , , , , ,i i i i jl v v v v v+
Δ+
= ，明显
的，l是长为 d 的途径，由此 1
dA 的 ( , )i j 元素大于 0。由于 iv jv 任意性，从而 1A
是本原的。                                                      □ 
     现在回到得分向量，我们看到强连通图 2T 的第 i级得分向量由 1
i
is A J= 给
出，这里 1A 是D的自环变换后的图
*
2T 的邻接矩阵， J 是由 1 组成的列向量。
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中定理 8.8.1）。则根据Perron Frobenius− 定理 ( ,1960)[15]Gantmacher ， 1A 的具









   









    这个方法是处理本原矩阵方法的一个自然扩充，而且如果把它用于本原矩
阵得到的结果与[1]中的计算得分的方法所得的排序是一致的。这个从以下定
理可以容易地看出。 
定理 2. 2  设 A是对角元全为 0 的非负的不可约的本原矩阵， 1A A E= + ，则 A
与 1A 的绝对值最大的特征值所对应的特征向量相同。 
证明： 根据[14]书中的定理 8.8.1，知 A具有唯一的绝对值最大的特征值。设λ
为 A的最大绝对特征值， 1x 为λ的特征向量，则 1 1Ax xλ= 。由 1A A E= + ，则 1A
也是非负的不可约的本原矩阵，则显然有 1A 的绝对值最大的特征值为 1λ + 。
设其对应的特征向量为 2x ，则 2 2( ) ( 1)A E x xλ+ = + ，由此 2 2Ax xλ= ，则由[14]
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§ 2. 2   求祖先数的算法 
 
定义 2.1[1]  设 1 2, , , tG G G 是G 的强连通分支。G 的凝聚图
'G 是指一个有 t
个顶点 1 2, , , tw w w 的有向图,
'G 中存在一条以 iw 为尾以 jw 为头的弧当且仅
当G 中存在一条尾在 iG 中而头在 jG 中的弧。 






因此，若对有向图G 的凝聚图 'G 能得其次序，再结合强连通图中的排序
方法，最后就可得到有向图G 的排序。 
为此能得到算法的大体步骤: 
 1．用深度搜索算法 ( )DFS 求出G 的各强连通分支，得到G 的凝聚图 'G 。
并且得到凝聚图 'G 中每个点所在的层次及其所对应的祖先数。 





     用 DFS 算 法 求 G 的 强 连 通 分 支 是 一 个 已 有 的 算 法 , 在
( .Digraphs J Bang Jensen− and )Gutin [16]一书中有详细的算法过程。而对G
的各强连通分支中的点如何进行排序，在上一节已经有了相应的方法。接着关
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为此，我们先给出求凝聚图 'G 祖先数的算法(具体程序见附录):  
算法中 ances[i][]存放顶点 i的祖先标号。 
ancestor() 
找出入度为 0的点放入数组 m[] 
      while (图 'G 不是空图) 
         {  j=1 
x=m[j] 
            while(m[j++]!=0) 
              {for(x 的外邻集的每个点 i)           
{if (目前 i的祖先数为 0) 
将 x 的祖先及 x本身添加至 ances[i][] 
                  else  {   [] { } [ ][]c x ances x= ∪  
                            [ ][] [ ][] []ances i ances i c= ∪  
}  
                  } 
                  删除边 xi 
                  把 i 放入数组 b[]中 
                  m[j]=0 
}  
                  将 b[]中的元素全都放入 m[]中            
} 
定理 2.3  求祖先数算法的复杂度是 ( )O mn 。 
证明： 设有向图有m 条边n个点。对每条弧算法要进行一次操作，这个操作
就是求集合并的运算。根据文献[19]P18，做集合 1S 和 2S 的并需要的时间为
1 2(| | | |)O S S+ 。首先, x并入集合 [ ][ ]ances x 只需一个单位时间 ,因为 x不属于
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此 [ ][] [ ][] []ances i ances i c= ∪ 只需要n个单位时间。所以对每一条弧的操作最多





§ 2. 3    支配排序算法 
 
如果一个图G 的顶点能分成 t个集合 1 2, , , ts s s ，其中 1s 中的点是入度为 0








引理：若D是没有有向圈的有向图，则存在V 的一个有序顶点列 1 2, , , vv v v ，





1．先找出图G 的凝聚图 'G 中入度为 0 的点也即第一层的点，顺序置
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